Lipschitz Klasse

Definition: Sei die skalare Funktion auf dem Intervall [a,b] vorgegeben. f
heisst a«— Lipschitz Funktion, o > 0 (wir schreiben f € L,[a,b],) wenn es eine
positive Konstante gibt, derart, daB

[f(x) = f(y)| < M|z —y[* (1)
fir jedes Paar (x,y) aus [a, b].

Satz 1: L,[a,b] C Cla,b].
Beweis:Sei f € L,[a,b] und ¢ eine feste, aber beliebig ausgewéhlte positive
Zahl. Nun wéhlen wir eine weitere positive Zahl 0 so, dafl
g .1
0 < (=)=
()

ist. Des weiteren seien die Punkte z,y derart, dafl
[z —y| <6 (2)
Aus (1) folgt dann, daf§ fiir alle Paare x,y, die (2) erfiillen, die Abschétzung

[f(z) = fly)| <e

richtig ist.

Somit ist der Satz bewiesen. Q.E.D.
Satz 2: Sei f € L,]a,b], wobei a > 1 ist. Dann ist die Funktion f auf [a, ]
einer Konstante gleich.

Beweis:Sei [ € L,]a,b] und @ = 1 + . Dank der Bedingungen des Satzes
ist

6> 0. (3)
Sei x € [a,b] und sei {z,,} eine unendliche Folge, die aus [a, b] gegen x kon-
vergiert. Aus der Definition der Lipschitz Klasse folgt, daf3

|f(l“n) — f(z)

Ty — T
Da die Zahl g positiv ist (siehe (3)), konvergiert die linke Seite gegen Null.
Letzteres bedeutet, dal die Funktion f {iberall auf [a,b] differenzierbar ist,
wobei f/ = 0 auf dem Intervall. Daraus folgt die Behauptung. Q.E.D.

| < |xn—x]ﬁ.

Definition: Sei F(x,y) skalare Funktion, definiert fiir x € A,y € B. F ist
eine a—Lipschitz Funktion beziiglich y, wenn fiir alle z € A

|F(z,y1) — F(x,52y)] < Myr — y2|®



Gewohnliche Differentialgleichungen

Definition: Sei F' eine skalare Funktion mit n + 2 Variablen. Die Gleichung

F(x,y,y’,---,y"):f(x) (4)

beziiglich einer Funktion y(x), die derart sein soll, daB (4) erfiillt ist, heiBt ein-
fache Differentialgleichung n-ter Ordnung.

Beispiel :Lose die Differentialgleichung

Y’ (x) = sinz. (5)

Losung:Offenbar ist die Funktion y(z) = — sin z eine Losung. Doch eine Losung
ist auch jede Funktion

y(x) = —sinx + C1x + Cy, (6)

wobei C7,Cy beliebige Konstanten sind. Setzt man Anfangsbedingungen ein,
z.B, gesucht sei eine Losung y von (5), derart, daB y(0) = 1 und 3/(0) = 0, so
ist die konkrete Losung

y(x) = —sinx + x + 1. (7)

Die Losung (6) heiBt allgemein, wahrend (7) - partikular.
Wir merken an, daB nicht jede Gleichung stetig differenzierbare Losung be-

sitzt. Sei, zum Beispile,
, )1, x>0
vy = -1, z<0

Satz 3, Satz von Picard-Lindel6f: Gegeben seien xy € J := [a+h,a—h|,u €
B C R?. Sei die Funktion f(u) aus der Lipschitz-Klasse mit o = 1. Dann besitzt
die Anfanfswertaufgabe

Y(z) = f(z,y), 2 € J,y(wo) = yo

genau eine stetig differenzierbare Losung auf I C J.

Fir Differeitialgleichungen hoherer Ordnung gilt folgender Satz:
Satz 4: Ist f(x) in (4) eine stetig differenzierbare Funktion, so besitzt das
Anfangswertproblem

y(z0) = Yo, ¥ (z0) =y k=1, n — 1

eine eindeutige stetig differenzierbare Losung. Im allgemeinen hangt die Losung
von n Parametern ab. L
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